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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
OPTIONB
Calculatrice autorisée.

Mesures de risque

en assurance et en finance

Ce sujet aborde des questions de probabilités relatives a [’assurance, la fi-
nance, et la gestion des risques. Néanmoins aucune connaissance dans ces
domaines n’est nécessaire pour aborder cette épreuve, et toutes les questions
se traitent avec les outils du programme.

Notations et définitions générales

Dans un souci de simplification, nous considérerons tout au long de cette
épreuve que X désigne une variable aléatoire positive ou nulle représentant
une perte potentielle. La fonction de répartition de X sera notée Fx, sa fonc-
tion de densité (lorsqu’elle existe) sera notée fy. Dans toute I’épreuve, pour
A C R, on notera 14 la fonction indicatrice de A définie par 14(z) = 1 pour
x € Aet 14(x) =0 sinon. On rappelle que la densité d’une loi exponentielle
de parametre A > 0 au point = € R est donnée par Ae "1y 4 oo(().

1 Quantile ou Value-at-Risk (VaR)

Soit a € [0,1[. La Value-at-Risk de niveau « de la variable aléatoire X
est définie par

VaR,(X) =inf{x € R, Fx(z) > a}.

1. Dans cette question, supposons que X suit une loi exponentielle de
parametre A > 0. Donner une expression de VaR,(X) en fonction de
et a.

2. Donner la valeur numérique & 1073 pres de VaR,(X) lorsque

X ~ Exp()\) avec A =2 et a = 85% = <.

3. Donner la valeur numérique & 1072 pres de VaR, (X + 5) lorsque
X ~ Exp(\) avec A = 2 et a = 85%.

4. Dans cette question, on suppose maintenant que X suit une loi uniforme
sur 'ensemble des entiers compris entre 1 et 10 : P(X = k) = & pour
k=1,2,3, .., 10. Donner la valeur de VaR,(X) quand o = 85%.

5. Montrer que pour toute variable aléatoire positive ou nulle X et pour
tout 5> 0, VaR,(8X) = BVaR.(X).
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2 Tail-Value-at-Risk (TVaR)

1. Soit o € [0, 1. La Tail-Value-at-Risk de niveau « de la variable aléatoire
X est définie par

1
l—«

TVaR,(X) =

1
/ VaR,(X)dq.

Montrer que TVaR,(X) = E(X) pour toute variable aléatoire X
intégrable lorsque o = 0.

2. A l'aide d’'un changement de variable, montrer que pour toute variable
aléatoire positive intégrable, pour tout o € [0, 1],

FE (Xl{X>VaRa(X)}) -+ VaRa(X) [P (X S VCLRQ(X)) — Oé] ‘

TVaR,(X) = T

3. Montrer que lorsque Fx est continue, TVaR,(X) = E(X|X > VaR,(X)).

4. Dans cette question, supposons que X suit une loi exponentielle de
parametre A > 0. Donner une expression de TVaR,(X) en fonction de
et a.

5. Donner la valeur numérique & 1073 prés de TV aR,(X) lorsque
X ~ Exp()\) avec A = 2 et a = 85%.

6. Donner la valeur numérique & 1072 pres de TVaR4 (X + 5) lorsque
X ~ Exzp()) avec A = 2 et o = 85%.

7. Dans cette question, on suppose maintenant que X suit une loi uniforme
sur I'ensemble des entiers compris entre 1 et 10 : P(X = k) = 1—10 pour
k=1,2,3, .., 10. Donner la valeur de TVaR,(X) quand o = 85%.

8. Montrer que pour toute variable aléatoire positive ou nulle X et pour
tout 5> 0, TVaR,(X) = BTV aR,(X).
3 Mesures de distorsion

1. Soit g une fonction croissante de [0, 1] dans [0, 1], dérivable a droite
sur [0, 1], admettant une limite a gauche (notée g(z~)) en tout = dans
10, 1], dérivable a gauche en 1, telle que g(0) = 0 et g(1) = 1, et avec
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un nombre fini de points de discontinuité. On définit alors la mesure
de risque (appelée mesure de distorsion) p, par

px) = [ oPX > s

pour toute variable aléatoire X positive ou nulle telle que l'intégrale
soit finie. Montrer que p,(X) = E(X) lorsque g est la fonction identité.

. On admettra le résultat suivant, qu’on pourrait obtenir avec un chan-

gement de variable :

py(X) = / VaR,_o(X)dg(a).

Cette derniere intégrale doit se comprendre dans le cadre présent comme
1 n
pX) = [ VaRi-a(X)gifalda+ Y (o) - gla))VaRi o (X).
0 k=1

ou ay, ..., a, sont les points de discontinuité de g, ou ¢/(z) est la
dérivée a droite de g au point x € [0,1[, et ou g¢;(1) est la dérivée a
gauche de g en 1. Soit g, définie par g,(a) = 1f,1j(r), o 0 < v < 1.
Déterminer la mesure de risque définie par p, dans ce cas-la.

. Soit X de loi donnée par P(X = 100) = P(X =1) = 3 et

100
P(X =0) = 4. Déterminer VaRgsy(X).
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4. Déterminer TV aRgs(X).

5. Soit Y une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi. Donner

laloide X +Y.

. Calculer VaRgse(X +Y).
7. Calculer TVaRgs0 (X +Y).

8. Dans cette question ainsi que dans les deux suivantes, on suppose

v €]0,1[ fixé. Une mesure de risque p est dite sous-additive si pour
toutes variables aléatoires positives ou nulles X et Y, on a

p(X +Y) < p(X) +p(Y).

On pourra utiliser le résultat suivant : une mesure de distorsion p, est
sous-additive si et seulement si g est concave. p, est-elle sous-additive ?

3



2010

10.

11.

12.

13.

Déterminer la plus petite fonction §, croissante concave de [0, 1] dans
0, 1] telle que g,(0) =0, g,(1) =1 et g,(a) > g,(a) pour tout

a € [0,1].

En déduire que la Tail-Value-at-Risk de niveau ~ est la plus petite me-
sure de distorsion sous-additive supérieure a la Value-at-Risk de niveau
.

Soit g maintenant définie par g(a) = 2.15(@) + 1.1j1j(), ot § =
et £ = %. Donner la valeur numérique a 1073 prés de p,(X) lorsque
X ~ Exp(\) avec A = 2.

Donner la valeur numérique & 1073 pres de p,(X) lorsque X suit une
loi uniforme sur I’ensemble des entiers compris entre 1 et 10 :
P(X =k)= % pour k=1, 2, 3, ..., 10.

pq est-elle sous-additive ?
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